
Äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå. Ëåêöèÿ 6. 9 àïðåëÿ 2020 ãîäà

� 3. Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé

ôîðìû ê ïðîñòåéøåìó âèäó

3.1. Çàäà÷à î äèàãîíàëèçàöèè èçîáðàæàþùåé ìàòðèöû

áèëèíåéíîé ôîðìû. Ïóñòü E � ëèíåéíîå n-ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, ãäå K = R èëè K = C. Ïóñòü
e = {e1, . . . , en} � íåêîòîðûé áàçèñ â E.
Ïóñòü Q ∈ F(E) è q ∈ Mn � èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà ôîðìû Q

â áàçèñå e. Íàïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ Q(x, y):

Q(x, y) =
n∑

k,l=1

qklξ
kηl, x =

n∑
k=1

ξkek, y =
n∑

l=1

ηlel. (3.1)

Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó ẽ = {ẽ1, . . . , ẽn} èçîáðàæàþùàÿ
ìàòðèöà ôîðìû Q ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

q̃ = btqb, (3.2)

ãäå b � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçèñó ẽ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî èçîáðàæàþùóþ ìàòðèöó q
áèëèíåéíîé ôîðìû Q ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé áàçèñ ẽ, â êîòîðîì èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà q̃ ôîðìû Q
äèàãîíàëüíà:

q̃ =


q̃1 0 . . . 0
0 q̃2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . q̃n

 .

Èíà÷å ãîâîðÿ, èçîáðàæàþùóþ ìàòðèöó q ∈ Mn áèëèíåéíîé
ôîðìû Q ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, åñëè ñóùåñòâóåò äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà q̃ ∈Mn è íåîñîáàÿ ìàòðèöà b ∈Mn òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî
(3.2). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà (òî åñòü,
K = C) ìàòðèöû b, q, q̃ èìåþò êîìïëåêñíûå ýëåìåíòû, à â ñëó÷àå
âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà (K = R) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû b, q, q̃ èìåëè
âåùåñòâåííûå ýëåìåíòû.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöó áèëèíåéíîé ôîðìû

Q ìîæíî áûëî äèàãîíàëèçîâàòü, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôîðìà Q
áûëà ñèììåòðè÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ ẽ â E, â
êîòîðîì èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà q̃ ôîðìû Q äèàãîíàëüíà. Ëþáàÿ
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà, à ïîòîìó q̃t = q̃. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 2.20 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Qt = Q. �
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Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå
è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äèàãîíàëèçàöèè èçîáðàæàþùåé ìàòðèöû
ôîðìû Q (ñì. òåîðåìó 3.4).
Íèæå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôîðìû.

Çàäà÷à î äèàãîíàëèçàöèè èçîáðàæàþùåé ìàòðèöû áèëèíåéíîé
ôîðìû Q ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î ïðèâåäåíèè áèëèíåéíîé ôîðìû ê

ïðîñòåéøåìó âèäó (ê �ñóììå îäíîèìåííûõ ïðîèçâåäåíèé�):

Q(x, y) =
n∑

l=1

q̃lξ̃
lη̃l, x =

n∑
k=1

ξ̃kẽk, y =
n∑

l=1

η̃lẽl. (3.3)

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà
îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå,
ýòà çàäà÷à ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î ïðèâåäåíèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

ê ñóììå êâàäðàòîâ:

Q(x, x) =
n∑

l=1

q̃l(ξ̃
l)2, x =

n∑
k=1

ξ̃kẽk. (3.4)

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ e, â
êîòîðîì áèëèíåéíàÿ ôîðìà Q èìååò âèä (3.3). Òîãäà êîëè÷åñòâî
íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ q̃l ðàâíî ðàíãó ôîðìû Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ðàíã äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû q̃ ðàâåí
êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ q̃l. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ðàíã ôîðìû Q ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì åå èçîáðàæàþùåé
ìàòðèöû q̃. �

3.2. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê ñóììå êâàäðàòîâ.

Îáùèé ñëó÷àé. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðà.
Ïðèìåð. Ïóñòü E � òðåõìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî è

e = {e1, e2, e3} � íåêîòîðûé áàçèñ. Ïóñòü çàäàíà ñèììåòðè÷íàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà Q, èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà êîòîðîé â áàçèñå e
åñòü

q =

 1 −1
2

0
−1

2
0 −1

2
0 −1

2
0

 .

Òîãäà ïðè x =
∑3

k=1 ξ
kek è y =

∑3
l=1 η

lel âûïîëíåíî (ñì. (3.1))

Q(x, y) = ξ1η1 − 1

2
ξ1η2 − 1

2
ξ2η1 − 1

2
ξ2η3 − 1

2
ξ3η2.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(x, x) = (ξ1)2 − ξ1ξ2 − ξ2ξ3.
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Âûäåëèì ïîëíûå êâàäðàòû:

Q(x, x) = (ξ1)2 − ξ1ξ2 +
1

4
(ξ2)2 −

(
1

4
(ξ2)2 + ξ2ξ3 + (ξ3)2

)
+ (ξ3)2

=

(
ξ1 − 1

2
ξ2
)2

−
(

1

2
ξ2 + ξ3

)2

+ (ξ3)2.

Îáîçíà÷èì

ξ̃1 = ξ1 − 1

2
ξ2, ξ̃2 =

1

2
ξ2 + ξ3, ξ̃3 = ξ3.

Ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðà x â íîâîì áàçèñå ẽ = {ẽ1, ẽ2, ẽ3}, òî åñòü,
x =

∑3
j=1 ξ̃

j ẽj.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

èìååò âèä ñóììû êâàäðàòîâ:

Q(x, x) = (ξ̃1)2 − (ξ̃2)2 + (ξ̃3)2.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü íîâûõ êîîðäèíàò ñ èñõîäíûìè:ξ̃1ξ̃2
ξ̃3

 =

1 −1
2

0
0 1

2
1

0 0 1

ξ1ξ2
ξ3

 ,

íàéäåì ìàòðèöó ïåðåõîäà b îò áàçèñà e ê áàçèñó ẽ. Âñïîìíèì

êîíòðàâàðèàíòíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò: ~̃x = b−1~x.
Ñëåäîâàòåëüíî,

b−1 =

1 −1
2

0
0 1

2
1

0 0 1

 .

Îáðàùàÿ ýòó ìàòðèöó, íàõîäèì

b =

1 1 −1
0 2 −2
0 0 1

 .

Âñïîìèíàÿ êîâàðèàíòíûé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñîâ: ~̃e = bt~e,
ïîëó÷àåì

ẽ1 = e1, ẽ2 = e1 + 2e2, ẽ3 = −e1 − 2e2 + e3.

Â áàçèñå ẽ èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà ôîðìû Q äèàãîíàëüíà è èìååò
âèä:

q̃ =

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Ýòà ìàòðèöà ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé q ñîîòíîøåíèåì q̃ = btqb.
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Òåïåðü ìû óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü E � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

íàä ïîëåì K, ãäå K = C èëè K = R. Äëÿ òîãî, ÷òîáû áèëèíåéíóþ

ôîðìó Q ∈ F(E) ìîæíî áûëî ïðèâåñòè ê ïðîñòåéøåìó âèäó

(ê ñóììå îäíîèìåííûõ ïðîèçâåäåíèé) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ôîðìà Q áûëà ñèììåòðè÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óæå äîêàçàíà (ñì. ïðåäëîæåíèå
3.2).
Äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì ìåòîäîì èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè n.
Áàçà èíäóêöèè. Ïðè n = 1 êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ñàìîãî íà÷àëà

èìååò âèä �ñóììû êâàäðàòîâ�:

Q(x, x) = q11(ξ
1)2.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî
âûïîëíÿåòñÿ â ðàçìåðíîñòè n − 1, òî åñòü, â (n − 1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ëþáóþ ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó ìîæíî
ïðèâåñòè ê ïðîñòåéøåìó âèäó. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà âèäà

n−1∑
k,l=1

qklξ
kξl,

ãäå qkl = qlk, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñóììå êâàäðàòîâ.
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñâîéñòâî âåðíî è â

ðàçìåðíîñòè n.
Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó Q. Â èñõîäíîì

áàçèñå e ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò âèä

Q(x, x) =
n∑

k,l=1

qklξ
kξl, qkl = qlk.

Ïîêàæåì, ÷òî åå ìîæíî ïðèâåñòè ê ñóììå êâàäðàòîâ.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü õîòÿ áû îäèí äèàãîíàëüíûé êîýôôèöèåíò

îòëè÷åí îò íóëÿ: qjj 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè (çà ñ÷åò
ïåðåíóìåðàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî j = 1. Òî
åñòü, q11 6= 0. Èìååì:

Q(x, x) = q11(ξ
1)2 + 2q12ξ

1ξ2 + · · ·+ 2q1nξ
1ξn + F (ξ2, . . . , ξn),
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ãäå F � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò ξ2, . . . , ξn.
Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

Q(x, x) =
1

q11

(
(q11ξ

1)2 + 2q11ξ
1 · q12ξ2 + · · ·+ 2q11ξ

1 · q1nξn
)

+ F (ξ2, . . . , ξn) =
1

q11

(
q11ξ

1 + q12ξ
2 + · · ·+ q1nξ

n
)2

+ F̂ (ξ2, . . . , ξn).

Çäåñü F̂ ïîëó÷àåòñÿ èç F âû÷èòàíèåì ÷ëåíîâ âèäà 1
q11

(q1kξ
k)2 (k =

2, . . . , n) è 2 1
q11
q1kξ

k · q1jξj (k 6= j, k, j = 2, . . . , n). Î÷åâèäíî, F̂ �

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò ξ2, . . . , ξn.
Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì:

ξ̂1 = q11ξ
1 + q12ξ

2 + · · ·+ q1nξ
n, ξ̂k = ξk, k = 2, . . . , n.

Èìååì: 
ξ̂1

ξ̂2

...

ξ̂n

 =


q11 q12 . . . q1n
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1



ξ1

ξ2

...
ξn

 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíòðàâàðèàíòíûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîîðäèíàò ~̂x = (̂b)−1~x, ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî (̂b)−1. Èìååì

det(̂b)−1 = q11 6= 0. Íîâûé áàçèñ ê = {ê1, . . . , ên} ñâÿçàí ñ èñõîäíûì

áàçèñîì e ìàòðèöåé ïåðåõîäà b̂.

Ôîðìó F̂ (ξ2, . . . , ξn) = F̂ (ξ̂2, . . . , ξ̂n) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, îòâå÷àþùóþ ñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé
ôîðìå F̂ â (n− 1)-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Ê = L(ê2, . . . , ên):

F̂ (x′, x′) = F̂ (ξ̂2, . . . , ξ̂n), x′ =
n∑

j=2

ξ̂j êj ∈ Ê.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â íîâîì áàçèñå ê êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
èìååò âèä

Q(x, x) =
1

q11
(ξ̂1)2 + F̂ (x′, x′), x =

n∑
j=1

ξ̂j êj.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ôîðìó F̂ (x′, x′) ìîæíî ïðèâåñòè

ê ñóììå êâàäðàòîâ, òî åñòü, â ïîäïðîñòðàíñòâå Ê íàéäåòñÿ òàêîé
áàçèñ {ẽ2, . . . , ẽn}, â êîòîðîì

F̂ (x′, x′) =
n∑

l=2

q̃l(ξ̃
l)2, x′ =

n∑
j=2

ξ̃lẽl ∈ Ê.
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Îêîí÷àòåëüíî, ðàññìîòðèì áàçèñ {ê1, ẽ2, . . . , ẽn} â ïðîñòðàíñòâå
E. Â ýòîì áàçèñå ôîðìà Q(x, x) èìååò âèä ñóììû êâàäðàòîâ:

Q(x, x) =
1

q11
(ξ̂1)2 + q̃2(ξ̃

2)2 + · · ·+ q̃n(ξ̃n)2, x = ξ̂1ê1 +
n∑

j=2

ξ̃j ẽj.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü âñå äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ:
qll = 0, l = 1, . . . , n, íî õîòÿ áû îäèí âíåäèàãîíàëüíûé êîýôôèöèåíò
îòëè÷åí îò íóëÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî q12 =
q21 6= 0.
Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì:

ξ̌1 =
1√
2

(ξ1 + ξ2), ξ̌2 =
1√
2

(ξ2 − ξ1), ξ̌k = ξk, k = 3, . . . , n.

Èìååì: 
ξ̌1

ξ̌2

...
ξ̌n

 =


1√
2

1√
2

0 . . . 0

− 1√
2

1√
2

0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1



ξ1

ξ2

...
ξn

 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíòðàâàðèàíòíûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò ~̌x = (b̌)−1~x, ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî (b̌)−1. Èìååì
det(b̌)−1 = 1 6= 0. Íîâûé áàçèñ ě = {ě1, . . . , ěn} ñâÿçàí ñ èñõîäíûì
áàçèñîì e ìàòðèöåé ïåðåõîäà b̌.
Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì

2ξ1ξ2 =
1

2
(ξ1 + ξ2)2 − 1

2
(ξ2 − ξ1)2 = (ξ̌1)2 − (ξ̌2)2.

Òîãäà â íîâîì áàçèñå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèîáðåòàåò âèä

Q(x, x) = q12(ξ̌
1)2 − q12(ξ̌2)2 + Q̌(x, x),

ãäå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q̌(x, x) íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ (ξ̌1)2 è (ξ̌2)2.
Ïîñêîëüêó q12 6= 0, ìû ñâåëè äåëî ê ñëó÷àþ 1.
Ñëó÷àé 3. Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû qkl ðàâíû íóëþ, òî åñòü Q

� íóëåâàÿ ôîðìà. Òîãäà óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî � Q(x, x) ñ ñàìîãî
íà÷àëà èìååò âèä ñóììû êâàäðàòîâ (ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè).

�

Çàìå÷àíèå 3.5. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, òî åñòü, E
� n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.3
êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â (3.4) ðàâíî r = rankQ. Çà
ñ÷åò ïåðåíóìåðàöèè âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà ẽ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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ïåðâûå r êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷íû îò íóëÿ: q̃l 6= 0, l = 1, . . . , r, à
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Òîãäà

Q(x, x) =
r∑

k=1

q̃k(ξ̃k)2 =
r∑

k=1

(ξk◦ )
2,

ãäå ξk◦ =
√
q̃kξ̃

k, k = 1, . . . , r. Ðàññìîòðèì áàçèñ e◦ = {e◦1, . . . , e◦n},
ãäå

e◦k = (q̃k)−1/2ẽk, k = 1, . . . , r; e◦j = ẽj, j = r + 1, . . . , n.

Â ýòîì áàçèñå èçîáðàæàþùàÿ ìàòðèöà ôîðìû Q èìååò âèä

q(r)◦ =



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


Çäåñü íà äèàãîíàëè ïåðâûå r ýëåìåíòîâ ðàâíû 1, à îñòàëüíûå

ðàâíû íóëþ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà q ∈
Mn ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè ðàíãà r ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå

q
(r)
◦ . (Ïîäðàçóìåâàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ââåäåííîå â

ïóíêòå 2.5.) Òî åñòü, íàéäåòñÿ íåîñîáàÿ ìàòðèöà b ∈Mn òàêàÿ,

÷òî btqb = q
(r)
◦ . Òåì ñàìûì, âñå ñèììåòðè÷íûå êîìïëåêñíûå

ìàòðèöû èç Mn, èìåþùèå îäèíàêîâûé ðàíã, ýêâèâàëåíòíû äðóã

äðóãó.

Çàìå÷àíèå 3.6. Â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå E äëÿ

ñèììåòðè÷íîé ôîðìû Q ðàíãà r â íîâîì áàçèñå ïîëó÷àåòñÿ

ïðåäñòàâëåíèå

Q(x, x) =
r∑

k=1

q̃k(ξ̃k)2, q̃k 6= 0, k = 1, . . . , r.

Îäíàêî, ñëåäóþùèé øàã � ïåðåõîä ê êîîðäèíàòàì ξk◦ =
√
q̃kξ̃

k,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåâîçìîæåí. Ñåé÷àñ êîýôôèöèåíòû q̃k
� âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ. Îíè ìîãóò

áûòü ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè. Â ñëó÷àå

îòðèöàòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà q̃k ïåðåõîä ê ξ
k
◦ íåâîçìîæåí.


